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Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar

in logisch und grammatisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung

herangezogene Aussagen sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem

Schulunterricht oder aus Arbeitsgemeinschaften bekannt ist, genügt es ohne Beweisangabe, sie

als bekannten Sachverhalt anzuführen.
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Man betrachte zwei Kreise k und l, die zwei
Schnittpunkte haben mögen. Eine gemeinsame
Tangente beider Kreise berühre k in K; ihre andere
gemeinsame Tangente berühre l in L. Man bewei-
se, dass die Gerade KL aus den Kreisen Sehnen
derselben Länge herausschneidet.
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Eine Folge von n reellen Zahlen a1, a2, . . . , an (n ≥ 2) heiße zulässig, wenn sie die folgenden
beiden Bedingungen (i), (ii) erfüllt:

(i) Für jeden Index i = 1, . . . , n gibt es ein k ≥ 1 und k Indizes j1, . . . , jk, die sämtlich
von i verschieden sind, mit der Eigenschaft, dass

(k + 1) ai ≥ aj1 + aj2 + · · · + ajk
+ 1. (1)

(ii) Es gibt mindestens ein i, für das mit den zugehörigen k, j1, . . . , jk in (1) keine Gleich-
heit herrscht.

Man zeige

a) Jede zulässige Folge enthält mindestens eine Zahl, die größer als 1 ist.

b) Es gibt keine reelle Zahl b > 1 mit der Eigenschaft, dass jede zulässige Folge mindestens
eine Zahl enthält, die größer als b ist.

Auf der nächsten Seite geht es weiter!
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Ein
”
unendliches Märchen“ ist eine Erzählung, die in einem Buch niedergeschrieben wird, das

zwar einen Anfang, aber kein Ende hat und dessen Seiten mit den natürlichen Zahlen 1, 2, 3, . . .
durchnummeriert sind.

Ein Autor will ein unendliches Märchen schreiben, in welchem auf jeder Seite ein neuer Zwerg
vorgestellt wird. Die Zwerge führen auf dieser Seite danach ein oder mehrere Gespräche, an
denen jeweils eine Gesprächsgruppe von mindestens zwei der bereits bekannten Zwerge betei-
ligt ist. Die Anzahl der Gespräche auf einer Seite ist dabei nicht begrenzt. Um das Märchen
spannender zu machen, fordert der Verlag vom Autor, dass die folgende zusätzliche Bedingung
erfüllt ist:

Jede unendliche Menge von Zwergen enthält eine Gruppe von (mindestens zwei) Zwergen, die
zu irgendeinem Zeitpunkt eine Gesprächsgruppe waren, sowie eine gleich große Gruppe, für
die dies nicht der Fall ist.

Man entscheide, ob der Autor die Forderung des Verlags erfüllen kann.


